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Let L,fe P, neN, denote the trigonometric polynomial interpolating a given
function f'e C} at the equidistant points x,=2#j;(2n+ 1), e Z. Then. with respect
1o the Chebyshev norm on C,,. the estimate

17— (Laf VIS (U4 20) Bl £

holds, where the Lebesgue constant 4, is the maximum of a generalized Lebesgue
function A, ;. It turns out that A, attains its maximum value

. t "X
Agg=——t 142 Y 2
" 2n+1 m:’l sin X,

exactly at the interpolation points x,, je Z. The Lebesgue constants satisfy

A =logn+4d,.

where §, decreases monotonically to C +log (8/m)= 1.5119.... This improves results
by R. Haverkamp (Marh. Z. 179 (1982), 59-67). ' 1986 Academic Press. Inc.

1. EINLEITUNG

Die trigonometrische Interpolation iiber den Knoten xj<x;, < - <
X3, <X+ 27 =:X,,, ; ist eine lineare Projektion L, des Raumes C,, auf den
Unterraum P, der trigonometrischen Polynome vom Héchstgrade n. L,
besitzt die Darstellung

Lf=Y f(5)1,
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wobei /€ P, die bekannten Lagrange-Grundpolynome sind. Bei Verwen-
dung der Maximumnorm erhélt man aus der Lebesguefunktion

A, (x)=

Iy

;)|

die Abbildungsnorm

IL, |l = max 4, (x),
xeR

mit deren Hilfe der Interpolatic;nsfehler durch

=LA <L+ L) E,(f)

abgeschitzt werden kann.

In der Literatur findet man eine Vielzahl von Untersuchungen (siche
[2]), die sich mit der Berechnung der Normen |L,| und deren
asymptotischen Verhalten fiir » —» oo befassen. In dieser Arbeit werden
analoge Resultate fiir gewisse Projektoren P,, hergeleitet, dic bei der
numerischen Differentation auftreten. Hier gilt fiir fe C%, die Abschétzung

= (Laf)OUS A+ NPl E,(f9),

wobei die Norm des Operators P,, durch das Maximum der
verallgemeinerten Lebesguefunktion

1 p2=
Ay (X)=—
nk (Y’-) 271_ fo

2n
L+ Y by (t—x;) I (x)| dr
j=0

gegeben ist.

Erste Untersuchungen zu dieser Art von Problemstellung gehen auf
Schonhage [5], Baiguzov [1] und Haverkamp [3] zuriick. Wie bei
Haverkamp [3] liegt das Schwergewicht der Untersuchungen auf dem
Spezialfall k=1. Von zentraler Bedeutung ist Satz 1, aus dem sich fiir
beliebige Knoten wesentliche Aussagen iiber die Lebesguefunktionen
ergeben (Satz 2). Fiir dquidistante Knoten erhélt man damit eine explizite
Darstellung der Lebesguefunktion, aus der sich leicht die in Frage stehen-
den Lebesguekonstanten ablesen lassen.

2. DIE PROJEKTOREN P,

Wichtig fiir die folgenden Uberlegungen ist die Integraldarstellung

1 2r 1 2 ey
f(x)zzjo f(t)dz+zf0 he(t—x)f® (tydi (xeR)
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fir Funktionen fe C%_(vgl. [6, p. 189]); dabei ist

(2r)*

etz g (o
hi(1)=(—1) = B"(2n>

und B, die periodische Fortsetzung des k-ten Bernoullipolynoms.
Die Projektoren

Pll,k: C27r - Pn

werden nun wie folgt gebildet. Zu ge C,, wihle man fe C5  mit

1 2n
f”"=g—~J g(o) dr.

21 dg

Solch ein fist z.B. durch

) 1 r2= .
f(x)=2—J h(t—x)g(t) dt (1)
Yo

gegeben. P, wird dann durch

1 r2r
Pn,kg = (Lnf)‘k)_i__J g(t)d[
2 0
definiert. Damit ist P, g eindeutig bestimmt, denn fiir £, fe CX_ mit

ran

' 1
A e R UL

folgt f—f=pe P, also
Lnf: L"f-l_p
und somit
(L) =(L,f)*.

AuBerdem ist P, eine lineare Projektion auf 2,
in (1) auch fe P, und damit L,f=f Daraus folgt

denn mit ge P, ist oben

, 1 ror
(L0 =f R =g —5-| " gl

bzw.

Pn.kgzg'
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Zur Berechnung von [P, .| seien nun ge C,, und f wie in (1) gegeben.
Dann ist

1 p2m
(Prig)x) =3 | 8(0) di+(Lof)*(x)
_ 1 J‘Zn N d In ’l(k)
=31, S04+ L 1()10)

1 2n 2n -
=ZL (1 +,§o het—x;) ] (x)> g(o) dr.
Mit der verallgemeinerten Lebesguefunktion

d  (xeR) (2)

1 2n 2n _
A () =52 [ 104 T A=) 1993)
J=0

erhalten wir dann die Abbildungsnormen

1% P, il = sup [(P,eg)(x)l =4, (x)

gl <1
und
“Pn,k” =max An,k (X)
xeR

sowie fiir ge C,, die Abschitzung

1Pnicg — &l =11 =P, )(g—p)
<L+ 1Pl En(g),

wobei p das Proximum zu g in P, ist. Folglich gilt fiir fe C%, die Abschit-
zung

(L )OO =<+ 1P, ]) E,(f9).

Diese liefert sehr gute Fehlerschranken, sofern genaue Informationen iber
das quantitative Verhalten des Approximationsfehlers E_ (/') sowie der
Lebesguekonstanten || P, | fiir n — oo vorliegen.

3. DIE LEBESGUEFUNKTION IM FALLE k=1

Im Falle £ =1 148t sich die Darstellung (2) der Lebesguefunktion wegen

2n 2n k
1+ Y h(t—x)E(x)=1-=Y xIi(x) Z = i (x)

j=0 j=0
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flir 1€ (e, Xeiq) 0<k<2n, zu

2n

1 ,
/in,,l ('x) = 5_ z (xk+ [ x/()lfk(x)l
A
vereinfachen. Fur das Weitere sind somit Kenntnisse iiber das Vorzeichen-
verhalten der Folge

fO (x)’fl (X),..-,fz,,(X)

in Abhéngigkeit von xe R wesentlich. Hierzu bendtigen wir die folgende
Variante eines Satzes von Obreschkoff [4, pp. 12-13].

Satz 1. Es seien P und Q zwei trigonometrische Polynome vom
Hochstgrade n. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(1) P und Q haben in jedem Periodenintervall 2n reelle, sich siriki
trennende Nullstellen.

(ii) Alle Funktionen F,, = AP+ pQ mit (A, u)e R*\ {0, 0} verschwin-
den nichr identisch und haben 2n reelle Nullstellen.

Wir wenden nun Satz 1 auf die Funktionen fy,..., /5, an. Dazu wihlen wir
p,geN mit 0<p<qg<2n und setzen P:=f, sowie @ :=f,. Nach
Konstruktion sind P und Q trigonometrische Polynome vom Hochstgrade
n. Fir (4, p)e R\ {(0,0)} betrachten wir die Stammfunktion G,, von
F; = AP+ pQ. Diese ist durch

2n

p AY
G/,_“('x):(}t+u)<x# Y lej(x)>—2n ()t Y L) Ap Y L))
N =0

j=0 j=0 /
gegeben und nimmt an den Stiitzstellen die Werte
Giu(x)=—2n(A+p) 0<j<p)

= —2my (p<j<q)
=0 (g<j<2n+1)

an. Mithin ist G, nicht konstant, und F;, verschwindet nicht identisch.
Ferner hat F,;, nach dem Satz von Rolle in den Intervallen (x;. x;. )
(/=0,.., 2n mit j#p, q) jeweils mindestens eine Nullstelle. F,, hat also
mindestens 2n — 1 reelle Nullstellen. Aus Periodizitdtsgriinden ergeben sich
somit fiir F,, exakt 2n reelle Nullstellen. Mit Satz 1 folgt jetzt, dal} die
Nulistelien von f, und f, sich strikt trennen.

Wir wolien Genaueres iiber die Anordnung der Nullstellen aunssagen.

Speziell fiir G, , bzw. G, ergeben die oben angestellten Uberlegungen, daf

640 47.1-6
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P =G, in den Intervallen (x;, x;, ) (0<j<2n, j#p) bzw. Q =G, in den
Intervallen (x;, x;,,) (0< << Zn J# q) jeweils genau eine Nullstelle haben.
Wegen p<g hat Q seine (p+ 1)te Nullstelle im Intervall (x,, x,,,), P
dagegen in (x,, , X, .,). Bezeichnen a{” < --- <aff) bzw. al? < --- <al?
die Nullstellen von f, bzw. f,, so ergibt «{?) | <al?), die Anordnung
@ <ol < - <ol <alp),
Zusammenfassend gilt

SAa1z 2. Sind aF' < -+ <alk) die Nullstellen der trigonometrischen
Polynome
2n k
Al =1=3 xlx-22 Y [ 3)
j=0 j=0
im Intervall [ x4, xo+ 27n), 0< k< 2n, so gilt
Xo<a< - <alV<x; <a®<af < - <aP < x, <alV

" <ag) <, <afy TV <o <afl) <xo+2m.

4. DiE LEBESGUEFUNKTION A, ; IM FALLE AQUIDISTANTER KNOTEN

Fiir die dquidistanten Knoten

2nmj
X;=; <jg2
AT (0</j<2n)
gilt bekanntlich
lj(x) = 2n ¥ 1 Dn(x_xj)a

wobel

sin (21 + 1) (14/2)

D,(u)=1+2 }'i cos (mu) = sin (@2)

m=1

der sogenannte Dirichlet-Kern ist. Hieraus ergibt sich fiir die Polynome f,
aus (3)

(2k+1)n
fe(x)=1+ Z sm( m/2) - cos <m <X_W>)

m=1
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Wir erhalten damit die Darstellung

1 2n

ZI+

A ’_‘ =
n,ltv) 2n+1k:0

H M=

X ( ( (7k+11r\\|
cos{m|x———

,sin (x,,/2) n+1 /) }

Um Genaueres iiber die Lebesguefunktion aussagen zu konnen, beweisen
wir das folgende

LemMa 1. Fir 0<k <2n gilt (—1)f£,(0)>0
Beweis. Wegen f, = f,, _, geniigt der Beweis fiir 0 <k <n Mit

(—1) %!

—_— 1<j<
" 2sin (x,2) (I<j<2n)

folgt dann aus (3) durch einfache Umformung

n—X

0)=1 e fyrt—
J1(0) + Z (=1 sm( ,/2 ; %‘H( ) sin (x,/2)
Dic Funktionen
X nT—X
o " S

sind fiir 0 < x <7 monoton wachsend bzw. failend. Hiermit ergibt sich die
Behauptung durch Fallunterscheidung fiir gerades bzw. ungerades k.

Fir 0 < m < 2n definieren wir

bl 1= {“"im ) fel)+ Y (—1>k“fk<x)}
k=0

k=2n—m+1

R o Qk+1)m
=51 Y (—1)"(1+Z ( ) 05(1(3(-————-—\)).

e 2Zn+t j))

2n+1

Mit Lemma 1 und Satz 2 sowie durch einfache Umformung 146t sich fiir
diese trigonometrischen Polynome der folgende Satz zeigen.

SaTz 3.
(i) A4,;(x)=max {¢,(x)|0<m<2n},

. 1 X, .
(i) ¢o(x =5 +1(1+2J;‘Smx.cos(jx)>

J

(111) ¢m(x):(_l)m ¢0(x+xm)‘
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ABBILDUNG |

Die Lebesguefunktion ist also die “obere Einhiillende” der Polynome
B0y P2, die durch Argumentshift auseinander hervorgehen. Abbildung 1
zeigt fiir den Fall n= 2 den Verlauf von ¢,,..., ¢, im Intervall [0, 27/5]. Die
sich hieraus ergebende Lebesguefunktion ist in Abbildung 2 in gréBerem
MabBstab gezeichnet.

Wir kénnen nun die Extremstellen der Lebesguefunktion angeben. Diese
ergeben sich aus Satz 3 unter Berlicksichtigung der Periodizitdtseigenschaft

2n
A, (x-l— I 1) =d4,,(x).

KOROLLAR. Die Lebesguefunktion A, , nimmt ihr absolutes Maximum

1 tX;
Poll=—(1+2 .
120l 2n+1< 2 sinxj)

j=0

genau in den Interpolationsknoten x;=2mnj/(2n+1), je Z, an.

AbschlieBend untersuchen wir das asymptotische Verhalten der
Lebesguekonstanten [P, ,|. In Anlehnung an Cheney und Rivlin [2] gilt
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ABBILDUNG 2

LEmMMA 2. Sei fe C°[0, 17 mit

(i) f"(x)<0fir 0<x<l,
(i) 3/(0)+/"(0)<0.

Dann konvergiert

0y ey
S = 2n+1 (f(O) - 27,2 4 (21’1 + E))

monoton fallend gegen

Lemma 2 ist auf die Funktion

X 1

J(x)

~sin (nx) 1—x

anwendbar und ergibt dann das folgende Resultat.
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SAaTz 4. Fiir die Lebesguekonstanten gilt

“Pn,l” = log n + 611 (ﬂ = 15 2:---)7

wobei &, monoion von L+ 87:/9\/5:1.945599...

IC +log (8/n) = 1.511927... falit.
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